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ΠΕΡΙΛΗΨΗ: Η παρούσα εργασία έχει ως αντικείµενο την διερεύνηση διαφορετικών τρόπων 
προσοµοίωσης των τοιχείων και των πυρήνων σε κτήρια οπλισµένου σκυροδέµατος. Εξετάζεται η 
προσοµοίωση τριώροφης κατασκευής που αποτελείται από τρία επίπεδα τοιχεία και ένα πυρήνα 
σχήµατος "Π", κάτω από διάφορες περιπτώσεις στατικής φόρτισης. Τα αποτελέσµατα της 
ανάλυσης συγκρίνονται µε πειραµατικά αποτελέσµατα που προέκυψαν από την φόρτιση δοκιµίου 
και µέτρηση των µετατοπίσεων, καθώς και προσδιορισµό των τάσεων από οπτικές µεθόδους. 
 
ABSTRACT: A three � storey building structure from elastic material is modeled using Lexan and 
its behavior under an external static loading is examined. Using the photoelastic method we 
inspect the stresses at shear walls and the experimental results are compared with the 
corresponding results of a computational model by finite element method application which was 
developed to describe the problem. Several ways of modeling the specific building are examined 
and compared. 
 
 
 
1. ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
 
Ο φορέας που εξετάσθηκε είναι µία τριώροφη 
κατασκευή µε την κάτοψη του Σχήµατος 1. Η 
κάτοψη περιλαµβάνει τρία επίπεδα τοιχεία και 
ένα ανοικτό πυρήνα διατοµής Π στο κάτω 
αριστερό άκρο. Στο σηµείο Α του τρίτου 
ορόφου εφαρµόσθηκε η εξωτερική φόρτιση και 
στα σηµεία Β του τρίτου ορόφου και C του 
δεύτερου ορόφου µετρήθηκαν οι σχετικές 
µετατοπίσεις. Ο φορέας πακτώθηκε σε 
τέσσερα σηµεία στη βάση του. 

 
Σχήµα 1: Κάτοψη κτηρίου 
Figure 1: Framework plan of the typical level 
 
 Η µέθοδος της φωτοελαστικότητας 
χρησιµοποιείτε ευρύτερα σε προβλήµατα στα 
οποία είναι απαραίτητος ο προσδιορισµός των 
τάσεων σε εκτεταµένες περιοχές του φορέα. 
Επιπλέον, παρέχει οπτική ένδειξη για περιοχές 



 

 
 

που εντείνονται σε µεγάλο βαθµό τόσο στην 
επιφάνεια, όσο και στο εσωτερικό του φορέα. 
 
2. ΠΕΙΡΑΜΑΤΙΚΗ ∆ΙΑΤΑΞΗ 
 
Το δοκίµιο κατασκευάσθηκε από Lexan 
πάχους 6mm. Το υλικό αυτό είναι κατάλληλο 
τόσο για καυστικές µεθόδους, όσο και για τη 
µέθοδο της φωτοελαστικότητας. Η µέθοδος της 
φωτοελαστικότητας βασίζεται στην ιδιότητα 
µερικών υλικών κατά την οποία το φώς 
διέρχεται από αυτά µε ταχύτητα που σχετίζεται 
µε την διαφορά των κυρίων τάσεων του υλικού. 
Σύµφωνα µε τη µέθοδο της φωτοελαστικότητας 
το δοκίµιο τοποθετείται µεταξύ δυο πλακών 
ενός κυκλικά πολωµένου πεδίου και κατά την 
φόρτισή του λαµβάνονται ισοχρωµατικοί 
κροσσοί. Οι ισοχρωµατικές αυτές τροχιές 
απεικονίζουν την διαφορά των κυρίων τάσεων. 
Το πειραµατικό δοκίµιο παρουσιάζεται στην 
Φωτογραφία 1. Το εξωτερικό φορτίο έφτασε 
σταδιακά ως την τιµή των 600Ν, δύναµη κατά 
την οποία ξεκίνησε η αστοχία των  
συγκολλήσεων του δοκιµίου. Κατά τη διάρκεια 
της φόρτισης µετρήθηκαν οι µετατοπίσεις σε 
δύο χαρακτηριστικά σηµεία του δοκιµίου. 
 

 
  
Φωτογραφία 1: Πειραµατικό δοκίµιο 
Photograph 1: Experimental model 
 
3. ΠΕΙΡΑΜΑΤΙΚΑ ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ 
 
Οι ισοχρωµατικοί κροσσοί συσχετίζονται µε τις 
κύριες τάσεις σύµφωνα µε τον οπτικό νόµο: 
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όπου σ1, σ2 είναι αντίστοιχα η αλγεβρικά 
µέγιστη και ελάχιστη κύρια τάση, τmax είναι η 
µέγιστη διατµητική τάση, C η οπτική σταθερά 
του υλικού και N η τάξη των ισοχρωµατικών 
τροχιών στο σηµείο που εξετάζουµε, δηλαδή ο 
αριθµός των κροσσών που σχηµατίζονται στο 

σηµείο αυτό. Η ισοχρωµατική απεικόνιση του 
δοκιµίου φαίνετε στην Φωτογραφία 2. 
 

 
 
Φωτογραφία 2: Ισοχρωµατική απεικόνιση 
Photograph 2: Isochromatic pattern 
 
 Στις Φωτογραφίες 3a-d παρουσιάζονται οι 
ισοχρωµατικοί κροσσοί ενός τοιχείου του 
τρίτου ορόφου για εξωτερική φόρτιση που 
αυξάνεται σταδιακά έως την τιµή των 600N. 
Στη Φωτογραφία 3d µετρώνται 4 
ισοχρωµατικοί κύκλοι. ∆εδοµένου ότι η οπτική 
σταθερά του Lexan είναι 16.42N/cm από τη 
σχέση (1) προκύπτει ότι η διαφορά των κυρίων 
τάσεων είναι 109.47 N/cm2.  



 

 
 

 

    
 
Φωτογραφία 3a,b,c,d: ∆ηµιουργία ισοχρωµατικών κροσσών 
Photograph 3a,b,c,d: : Photoelastic pattern for gradually increasing externaly applied load 
 
 
4. ΑΝΑΛΥΣΗ ΜΕ ΤΗ ΜΕΘΟ∆Ο ΤΩΝ 
ΠΕΠΕΡΑΣΜΕΝΩΝ ΣΤΟΙΧΕΙΩΝ 
 
Για την ανάλυση του κτηρίου µε τη µέθοδο των 
πεπερασµένων στοιχείων χρησιµοποιήθηκε 
ένα τετραπλευρικό επίπεδο στοιχείο κελύφους, 
µε έξι βαθµούς ελευθερίας ανά κόµβο. Ο έκτος 
βαθµός ελευθερίας προέκυψε συνδυάζοντας 
ένα στοιχείο µεµβράνης µε τον στροφικό 
βαθµό θz (drilling degree of freedom) και ενός 
στοιχείου πλάκας. Ο στροφικός βαθµός 
ελευθερίας εισάγεται µέσω της παραµετρικής 
µορφοποίησης, η οποία επιβάλει την ισότητα 
του ανεξάρτητου στροφικού πεδίου µε το λοξά 
συµµετρικό τµήµα του διανύσµατος 
µετατοπίσεων. 
  Σε µοντέλα µικρών παραµορφώσεων οι 
µεµβρανικές και οι καµπτικές παραµορφώσεις 
δεν αλληλεµπλέκονται στην ενεργειακή 
εξίσωση κάθε στοιχείου. Η αλληλεµπλοκή αυτή 
συµβαίνει µόνο στα όρια µεταξύ των στοιχείων. 
Ως εκ τούτου θεωρήθηκε ένα επίπεδο στοιχείο 
κελύφους σαν συνδυασµός ενός στοιχείου 
επίπεδου έντασης και ενός στοιχείου πλάκας. 
Στο στοιχείο που προέκυψε οι µετατοπίσεις 
εντός του επιπεδου δεν επηρρεάζουν τις 
καµπτικές παραµορφώσεις και αντίστροφα. 
 Η φυσική του έννοια του στροφικού 
βαθµού ελευθερίας εκφράζεται στη γωνία κατά 
την οποία περιστράφηκε η διχοτόµος της 
γωνίας των δύο γειτονικών πλευρών του 
στοιχείου, όπως φαίνεται στο Σχήµα 2. 
 

 
 
Σχήµα 2: Φυσική σηµασία του στροφικού 

βαθµού ελευθερίας 
Figure 2: Physical interpretation of the drilling 

degree of freedom 
 
 Ο στροφικός βαθµός ελευθερίας εντός του 
επιπέδου (drilling degree of freedom) δίνεται 
από τον τύπο: 
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 ∂ ∂Φ = − ∂ ∂ 
  (2) 

 
 Το επίπεδο στοιχείο κελύφους µορφώνετε 
σύµφωνα µε την παραµετρική µορφοποίηση 
κατά την οποία περιέχεται ένα ανεξάρτητο 
στροφικό πεδίο για τον στροφικό βαθµός 
ελευθερίας. Η παραµετρική µορφοποίηση 
προτάθηκε από τους Hughes και Brezzi [4, 5] 
και εισάγει το λοξά συµµετρικό τµήµα του 
τάνυση των τάσεων ως ένα πολλαπλασιαστή 
Lagrange για να επιβάλει την ισότητα των 
ανεξάρτητων στροφών µε το λοξά συµµετρικό 
τµήµα του διανύσµατος µετατοπίσεων. Ο 
Taylor συνδύασε αυτή την παραµετρική 
µορφοποίηση µε µία παρεµβολή τύπου Allman 
για το πεδίο των µετατοπίσεων [6]. 
Σύµφωνα µε την παραµετρική µορφοποίηση 
[4,6] ισχύει: 
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όπου 
_ _

,  u Φ  είναι οι µετατοπίσεις και στροφές 
αντίστοιχα του ορίου Ω, f οι γενικευµένες 
εξωτερικές δυνάµεις, και ρ παράµετρος 
σφάλµατος. Η αντίστοιχη παραµετρική µορφή 
είναι: 
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Από τον πρώτο όρο στην παραµετρική 
µορφοποίηση παράγεται το µητρώο ακαµψίας 
του στοιχείου, 
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Το καµπτικό τµήµα του στοιχείου κελύφους 
αντιστοιχεί σε ένα τετραπλευρικό στοιχείο 
πλάκας κατά Kirchhoff µε 12 βαθµούς 
ελευθερίας (discrete Kirchhoff quadrilateral 
plate element DKQ). Η µόρφωση του DKQ 
στοιχείου βασίζεται στην διακριτοποίηση της 
ενέργειας παραµόρφωσης. Το στοιχείο αυτό 
δεν λαµβάνεται υπόψη τη εγκάρσια διατµητική 
ενέργεια παραµόρφωσης. 
 
5. ΠΡΟΣΟΜΟΙΩΣΗ ΜΕ ΕΠΙΦΑΝΕΙΑΚΑ 
ΠΕΠΕΡΑΣΜΕΝΑ ΣΤΟΙΧΕΙΑ 
 
Για την ανάλυση του φορέα µε την µέθοδο των 
πεπερασµένων στοιχείων χρησιµοποιήθηκε το 
πρόγραµµα STRAD FE [10] και το 
τετραπλευρικό στοιχείο που παρουσιάσθηκε 
παραπάνω. Το αντίστοιχο µοντέλο 
παρουσιάζεται στο Σχήµα 3. Αποτελείται από 
3494 κόµβους και 3346 στοιχεία. Στο Σχήµα 4 
παρουσιάζεται η παραµορφωµένη κατάσταση 
του φορέα. Το ισοτροπικό υλικό του φορέα έχει 
µέτρο ελαστικότητας Young E = 280000N/cm2, 
και συντελεστή Poisson v = 0.36 . 

 

 
Σχήµα 3: ∆ίκτυο επιφανειακών πεπερασµένων 

στοιχείων 
Figure 3: Mesh using shell elements 
 

 
Σχήµα 4: Παραµορφωµένη κατάσταση 
Figure 4: Deformed shape 
 
 Τα αποτελέσµατα που προέκυψαν από 
την υπολογιστική ανάλυση συγκρίθηκαν µε τις 
τιµές που µετρήθηκαν πειραµατικά. Στο 
Γράφηµα 1 συγκρίνονται οι τάσεις σε ένα από 
τα τοιχεία του τρίτου ορόφου. Στο Γράφηµα 2 
συγκρίνονται οι µετατοπίσεις στα σηµεία B 
(όροφος 3) και C (όροφος 2). Η µικρή 
απόκλιση στις µετατοπίσεις για τη µέγιστη 
δύναµη αποδίδεται στην έναρξη της αστοχίας 
των  συγκολλήσεων του δοκιµίου. 
 



 

 
 

0.00

20.00

40.00

60.00

80.00

100.00

120.00

140.00

0 100 200 300 400 500 600

Force  (N)

σ 1
 - 
σ

2
 (N

/c
m

2 )

Experinental F.E. Analysis

 
Γράφηµα 1: Σύγκριση διαφοράς κυρίων 
τάσεων 
Graph 1: Principal stress difference 
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Γράφηµα 2: Σύγκριση µετατοπίσεων 
Graph 2: Displacements 
 
Στην Φωτογραφία 4 έχει παρατεθεί πάνω στην 
ισοχρωµατική απεικόνιση του τοιχείου το 
δίκτυο των πεπερασµένων στοιχείων η 
διεύθυνση των κυρίων τάσεων όπως 
προέκυψε από την υπολογιστική ανάλυση. 
 

 
 
Φωτογραφία 4: Ισοχρωµατική απεικόνιση και 
διεύθυνση κυρίων τάσεων 

Photograph 4: Isochromatic pattern and 
direction of principal stresses 
 
6. ΠΡΟΣΟΜΟΙΩΣΗ ΜΕ ΡΑΒ∆ΩΤΑ 
ΠΕΠΕΡΑΣΜΕΝΑ ΣΤΟΙΧΕΙΑ 
 
Στη συνέχεια εξετάσθηκαν δύο διαφορετικοί 
τρόποι προσοµοίωσης της κατασκευής µε 
ραβδωτά στοιχεία. Κάθε επιφανειακό 
κατακόρυφο στοιχείο αντικαταστήθηκε από ένα 
ισοδύναµο στύλο στο κέντρο βάρους της 
διατοµής, µε τις ιδιότητες αυτής. Με αυτόν τον 
τρόπο δηµιουργήθηκαν δύο οµάδες διατοµών: 
µία για τα επίπεδα τοιχεία και µια για τον 
πυρήνα. 
 
6.1 Μεµονωµένα ραβδωτά πεπερασµένα 
στοιχεία 
 
Αρχικά τα στοιχεία δοκού στο χώρο (έξι βαθµοί 
ελευθερίας ανά κόµβο) συνδέθηκαν κατευθείαν 
µε τα οριζόντια επιφανειακά στοιχεία. Το 
δίκτυο των πεπερασµένων στοιχείων σε αυτήν 
την περίπτωση παρουσιάζεται στο Σχήµα 5 και 
η παραµορφωµένη του κατάσταση στο Σχήµα 
6. 
 

 
Σχήµα 5: ∆ίκτυο ραβδωτών πεπερασµένων 
στοιχείων 
Figure 5: Mesh using beam elements 
 
 



 

 
 

 
Σχήµα 6: Παραµορφωµένη κατάσταση 
Figure 6: Deformed shape 
 
6.2 Ραβδωτά πεπερασµένα στοιχεία 
συνδυασµένα µε άκαµπτους βραχίονες 
 
Στην συνέχεια τα στοιχεία δοκού συνδέθηκαν 
µε τους κόµβους της πλάκας µέσω 
κινηµατικών εξαρτήσεων, που ισοδυναµούν µε 
άκαµπτους βραχίονες. Το δίκτυο των 
πεπερασµένων στοιχείων σε αυτήν την 
περίπτωση παρουσιάζεται στο Σχήµα 7 και η 
παραµορφωµένη του κατάσταση στο Σχήµα 8. 
 

 
Σχήµα 7: ∆ίκτυο ραβδωτών πεπερασµένων 

στοιχείων µε άκαµπτους βραχίονες 
Figure 7: Mesh using beam elements and rigid 

offsets 
 

 
Σχήµα 8: Παραµορφωµένη κατάσταση 
Figure 8: Deformed shape 
 
 Τα αποτελέσµατα της αναλύσεων µε τους 
τρεις διαφορετικούς τρόπους προσοµοιώσεως 
που παρουσιάσθηκαν παραπάνω 
συνοψίζονται στον Πίνακα 1. Παρατίθενται οι 
τιµές των µετατοπίσεων των σηµείων Β και C. 
 

 Επιφανειακά 
Π.Σ. 

Ραβδωτά 
Π.Σ. 

Ραβδωτά Π.Σ. 
+ Άκαµπτοι 
Βραχίονες 

Β 
[mm] 0.4276 1.8657 0.4416 

C 
[mm] 0.2915 1.5245 0.2745 

 
Πίνακας 1: Σύγκριση µετατοπίσεων όπως 

προέκυψαν από διαφορετικούς 
τρόπους προσοµοίωσης 

Table 1: Displacements comparison 
 
7. ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 
 
Οι τιµές των µετατοπίσεων που προέκυψαν µε 
χρήση αποκλειστικά στοιχείων δοκού στο 
χώρο είναι έως και 500% αυξηµένες από αυτές 
του δικτύου των επιφανειακών πεπερασµένων 
στοιχείων (και αυτών που µετρήθηκαν 
πειραµατικά). Το σφάλµα αυτό ουσιαστικά 
µηδενίζεται χρησιµοποιώντας κινηµατικές 
εξαρτήσεις για την σύνδεση των στοιχείων 
δοκού µε τα οριζόντια επιφανειακά στοιχεία. 
 Ενδιαφέρον προκαλεί η ορθότητα των 
τιµών των µετατοπίσεων µε χρήση γραµµικών 
στοιχείων και κινηµατικών εξαρτήσεων παρά 
το γεγονός ότι η προσοµοίωση του πυρήνα 
έγινε µε γραµµικό στοιχείο το οποίο 
τοποθετήθηκε στο κέντρο βάρους του πυρήνα 
και µε στρεπτική ροπή αδράνειας την 
υπολογιζόµενη κατά Saint Venant. 
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